Определение производной

Определение: Пусть функция y=f(x) определена в точке x и в некоторой ее окрестности. Дадим аргументу x приращение x, такое, чтобы не выйти из указанной окрестности. Найдем соответствующее приращение функции y и составим отношение. Если существует предел этого отношения при x0, то указанный предел называют производной функции y=f(x) в точке x и обозначают f `(x). 


Алгоритм отыскания производной (для функции y=f(x))

1. Зафиксировать значение x, найти f(x). 
2. Дать аргументу x приращение x, перейти x+x в новую точку , найти f(x+x ). 

3. Найти приращение функции: y= f(x+x )-f(x) 

4. Составить отношение 

5. Вычислить предел (этот предел и есть f `(x).) 

Примеры:


Пример 1.: Найти производную постоянной функции у=С 
Решение: Воспользуемся алгоритмом отыскания производной. 

1. Для фиксированного значения х имеем f(x)=С. 

2. В точке f(x+x )=С. 

3. у=С - С=0. 

4. 

5. 
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Ответ: (С)'=0 

Алгоритм составления уравнения касательной к графику функции y=f(x)

1. Обозначить абсциссу точки касания буквой a. 
2. Вычислить f(a). 

3. Найти f `(x) и вычислить f `(a). 

4. Подставить найденные числа a, f(a), f `(a) в формулу y=f (a)+ f `(a)(x - a) (уравнение касательной к графику функции y=f (a) в точке x=a.) 

Пример: Составить уравнение касательной к графику функции в точке х=1 Решение. Воспользуемся алгоритмом 
1. Общий вид уравнения касательной y=f (a)+ f `(a)(x - a), где а абсцисса точки касания 
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4. Подставим найденные числа а=1, f(a)=1, f’(a)= -1 в формулу уравнения касательной. Получим y=1 - (x-1), y=2 -x На рис. изображена гипербола, построена прямая у=2-х. Чертеж подтверждает приведенные выкладки: действительно, прямая у=2-х касается гиперболы в точке (1;1). 

Ответ: у=2-х Алгоритм исследования непрерывной функции y=f(x) на монотонность и экстремумы

1. Найти производную f `(x). 
2. Найти стационарные и критические точки. 

3. Отметить стационарные и критические точки на числовой прямой и определить знаки производной на получившихся промежутках. 

4. Опираясь на теоремы, сделать выводы о монотонности функции и о ее точках экстремума. 

Алгоритм отыскания наименьшего и наибольшего значений непрерывной 
функции y=f(x) на отрезке [a;b]

1. Найти производную f `(x). 
2. Найти стационарные и критические точки функции, лежащие внутри отрезка [a;b]. 

3. Вычислить значения функции y=f(x) в точках, отобранных на втором шаге, и в точках a и b; выбрать среди этих значений наименьшее (это будет yнаим.) и наибольшее (это будет yнаиб.) 

Теоремы
Теорема 1. Если во всех точках открытого промежутка X выполняется неравенство f `(x)>= 0 (причем равенство f `(x)=0 выполняется лишь в отдельных точках и не выполняется ни на каком сплошном промежутке), то функция y= f(x) возрастает на промежутке X. 
Теорема 2. Если во всех точках открытого промежутка X выполняется неравенство f `(x)=< 0 (причем равенство f `(x)=0 выполняется лишь в отдельных точках и не выполняется ни на каком сплошном промежутке), то функция y= f(x) убывает на промежутке X. 

Теорема 3. Если во всех точках открытого промежутка X выполняется неравенство f `(x)=0 , то функция y= f(x) постоянна на промежутке X. 

Теорема 4. Если функция y= f(x) имеет экстремум в точке x=x0, то в этой точке производная функции либо равна нулю, либо не существует. 

Теорема 5 (достаточные условия экстремума). Пусть функция y= f(x) непрерывна на промежутке X и имеет внутри промежутка стационарную или критическую точку x=x0. Тогда:
а) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при x<x0 выполняется неравенство f `(x)<0 , а при x>x0 - неравенство f `(x)>0, x=x0 - точка минимума функции y= f(x);
б) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при x<x0 выполняется неравенство f `(x)>0, а при x>x0 - неравенство f `(x)<0, x=x0 - точка максимума функции y= f(x);
в) если у этой точки существует такая окрестность, что в ней и слева, и справа от точки x0 знаки производной одинаковы, то в точке x0 экстремума нет.

Правила дифференцирования
Правило 1: 
Если функции y=f(x) y=g(x) имеют производную в точке х, то и их сумма имеет производную в точке x, причем производная суммы равна сумме производных: (f(x)+g(x))`= f `(x)+g`(x) На практике это правило формулируют короче: производная суммы равна сумме производных. При этом речь может идти о дифференцировании суммы любого числа функций. Например, (x2+sinx)`=(x2)`+(sinx)`=2x+cos x 
Правило 2. 
Если функция y=f(x) имеет производную в точке x, то и функция y=kf(x) имеет производную в точке x, причем (kf(x))`=kf `(x). На практике это правило формулируют короче: постоянный множитель можно вынести за знак производной. Например, (5x2)`=5(x2)`=5*2x=10x 

Правило 3: 
Если функции y=f(x) y=g(x) имеют производную в точке х, то и их произведение имеет производную в точке x, причем (f(x) g(x))`= f `(x) g(x)+ f(x) g`(x) На практике это правило формулируют так: производная произведения двух функций равна сумме двух слагаемых; первое слагаемое есть произведение производной первой функции на вторую функцию, а второе слагаемое есть произведение первой функции на производную второй функции. Например, ((2x+3)sinx)`=(2x+3)`sinx+(2x+3)sinx`= 2sinx+(2x+3)cos x 
Правило 4: 
Если функции y=f(x) и y=g(x) имеют производную в точке х и в этой точке g(x) не равно 0 ,то и частное имеет производную в точке х, причем 
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Дифференцирование функции y=f(kx+m)
Теорема: 
Производная функции y=f(kx+m) вычисляется по формуле (f(kx+m))`=kf `(kx+m) 
Формулы дифференцирования
Формулами дифференцирования обычно называют формулы для отыскания производных конкретных функций, например: 
	C`=0
x`=1
(kx+m)`=k
(xn)`=nxn-1
(sinx)`=cox x
(cosx)`=-sinx 
	(ex)`=ex
(ax)`=axlna
(lnx)`=1/x
(logax)`=1/(xlna)
(tgx)`=1/cos2x
(ctgx)`=-1/sin2x


